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σ2i = Var(Ri)
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ove Cov(Ri, Rj) e` la covarianza di Ri e Rj.
(σ2) e` conseguenza della relazione
Var(aX + bY ) = a2Var(X) + b2Var(Y ) + 2abCov(X,Y)
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Possiamo riscrivere l’ultima formula usando i coefficienti di correla-
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Un titolo e` rischioso se il suo rischio σ2i e` positivo
E` privo di rischio se il suo rischio e` zero




Portafoglio con due titoli: minimizzazione del rischio
Consideriamo il portafoglio piu` semplice, in cui ci sono solo due titoli





t il peso del titolo a1 e con 1− t il peso del titolo a2.
Il rendimento atteso del portafoglio e`
µ = tµ1 + (1− t)µ2
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Portafoglio con due titoli: minimizzazione del rischio
Consideriamo il portafoglio piu` semplice, in cui ci sono solo due titoli





t il peso del titolo a1 e con 1− t il peso del titolo a2.
Il rendimento atteso del portafoglio e`
µ = tµ1 + (1− t)µ2
Il rischio e`
σ2 = t2σ21 + (1− t)2σ22 + 2t(1− t)ρ12σ1σ2 (R)
Ci interessa confrontare il rischio del portafoglio con quello dei due
titoli presi singolarmente. Possiamo supporre che sia 0 < σ1 ≤ σ2
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Caso dei due titoli non correlati
In questo caso essendo ρ12 = 0 il rischio di portafoglio (R) si riduce a
σ2 = t2σ21 + (1− t)2σ22 (RU)
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Caso dei due titoli non correlati
In questo caso essendo ρ12 = 0 il rischio di portafoglio (R) si riduce a






t2 − 2σ22t+ σ22 (RU)
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Caso dei due titoli non correlati
In questo caso essendo ρ12 = 0 il rischio di portafoglio (R) si riduce a






t2 − 2σ22t+ σ22 (RU)
La (RU) va pensata come funzione della t: si vuole miscelare il peso
in modo da minimizzare il rischio.
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Caso dei due titoli non correlati
In questo caso essendo ρ12 = 0 il rischio di portafoglio (R) si riduce a






t2 − 2σ22t+ σ22 (RU)
La (RU) va pensata come funzione della t: si vuole miscelare il peso
in modo da minimizzare il rischio. Derivando (RU) rispetto a t si







t− 2σ22 = 0






























































































Figura 1: σ1 = 1 σ2 = 2
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Caso dei due titoli positivamente correlati
In questo caso essendo ρ12 = 1 il rischio di portafoglio (R) si riduce a
σ2 = t2σ21 + (1− t)2σ22 + 2t(1− t)σ1σ2 (RP)
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Caso dei due titoli positivamente correlati
In questo caso essendo ρ12 = 1 il rischio di portafoglio (R) si riduce a
σ2 = t2σ21 + (1− t)2σ22 + 2t(1− t)σ1σ2 = [(σ1 − σ2) t+ σ2]2 (RP)
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Caso dei due titoli positivamente correlati
In questo caso essendo ρ12 = 1 il rischio di portafoglio (R) si riduce a
σ2 = t2σ21 + (1− t)2σ22 + 2t(1− t)σ1σ2 = [(σ1 − σ2) t+ σ2]2 (RP)
Trattandosi di un quadrato perfetto il minimo rischio, che in questa
situazione vale esattamente zero, si ha per
tm =
σ2













1− tm = − σ1
σ2 − σ1 < 0
questo significa che il minimo rischio di portafoglio si ha assumendo
la posizione short sul titolo a2 piu` rischioso
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Caso dei due titoli negativamente correlati
In questo caso essendo ρ12 = −1 il rischio di portafoglio (R) si riduce
a
σ2 = t2σ21 + (1− t)2σ22 − 2t(1− t)σ1σ2 (RM)
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In questo caso siccome
1− tm = σ1
σ1 + σ2
> 0













Consideriamo ancora un portafoglio a due titoli a1 e a2 con pesi w1 e
w2. Nei diagrammi rischio-valore atteso mettiamo il rischio in ascissa
ed il rendimento atteso in ordinata. Per misurare il rischio useremo
la deviazione standard.
Il rendimento atteso del portafoglio e`









in cui per semplicita` poniamo ρ = ρ1,2 e come prima assumiamo che
0 < σ1 ≤ σ2
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Il caso ρ = ±1
Abbiamo gia` visto che in questa situazione l’espressione di σ2 si sem-
plifica infatti abbiamo
σ = |w1σ1 ± w2σ2|
il + vale per ρ = 1 e il − per ρ = −1
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Il caso ρ = ±1
Abbiamo gia` visto che in questa situazione l’espressione di σ2 si sem-
plifica infatti abbiamo
σ = |w1σ1 ± w2σ2|
il + vale per ρ = 1 e il − per ρ = −1
Siccome w1 + w2 = 1 poniamo w2 = s, w1 = 1 − s cos`ı otteniamo le
rappresentazioni parametricheµ = (1− s)µ1 + sµ2σ = |(1− s)σ1 ± sσ2|
al variare di s ∈ R. Se 0 < s < 1 non ci sono vendite
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Al fine di tracciare il grafico dei punti (σ, µ) per il momento trascu-
riamo il valore assoluto, considerando le equazioni parametricheµ = (1− s)µ1 + sµ2σ′ = (1− s)σ1 ± sσ2
che rappresentano rette nel piano (σ′, µ)
Se ρ = 1 la retta passa per (σ1, µ1) e (σ2, µ2)
Se ρ = −1 la retta passa per (σ1, µ1) e (−σ2, µ2)
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Figure 2: The graphs before taking absolute values 
Now, the effect of the absolute value sign is simply to flip that part of the 
line that lies in the left half-plane over the J.t-axis (since a-= io-'1). The 
resulting plots are shown in Figure 3. The bold portions correspond to 




Figure 3: The risk-return lines 
From the parametric equations (or from our previous discussion), we can 
deduce the following theorem, which shows again that there are cases 
where we can reduce the risk of the portfolio to 0. 
Theorem 1 For p = P1,2 = ±1 the risk and expected return of the 
portfolio are given by the parametric equations 
J.l = (1 - S )J.£1 + SJ.l2 
a-= 1(1- s)o-1 ± so-2l 
where s is the weight of asset a2 and ranges over all real numbers. For 
s E [0, 1] both weights are nonnegative and the portfolio has no short 
positions. Outside this range, exactly one of the weights is negative, for 
Figura 4: grafici senza il valore assoluto
Il grassetto ind ca la regione in cui ambo i pesi s n non negativi: non
ci sono posizioni short di vendita
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Figura 5: Rette rischio rendimento
Il grassetto indica l r gione in cui ambo i pesi sono non negativi: non
ci sono posizioni short di vendita
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Riassumiamo la situazione (Teorema 1 pag 48 e 49 del Roman)
Teorema
Per ρ = ρ12 = ±1 il rischio ed il valore atteso del portafoglio sono dati
dalle equazioni parametricheµ = (1− s)µ1 + sµ2σ = |(1− s)σ1 ± sσ2|
con s peso del titolo a2 che varia su tutto l’insieme dei numeri reali.
Se, in particolare, s ∈ [0, 1] i due pesi sono ≥ 0 e nel portafoglio non
ci sono posizioni short. Fuori da [0, 1] uno dei due pesi e` negativo, ed
il titolo corrispondente e` in posizione short.
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Se ρ = 1 e σ1 = σ2 allora tutti i pesi producono lo stesso (minimo)
rischio σmin = σ1 = σ2
Se ρ = 1 e σ1 < σ2 i due pesi minimizzanti sono
w1 = − σ2






σ1 − σ2 , σmin = 0
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, σmin = 0
L’interesse di questo risultato e` essenzialmente teorico: infatti in ge-
nerale non e` possibile trovare titoli che soddisfino ρ = ∓1. Per le
applicazioni concrete e` il caso −1 < ρ < 1 che interessa esaminare
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Caso −1 < ρ < 1
Le equazioni parametriche del valore atteso e del rischio sono{










Caso −1 < ρ < 1
Le equazioni parametriche del valore atteso e del rischio sono{








ponendo come prima w2 = s, w1 = 1− s abbiamo{
µ =(µ2 − µ1)s+ µ1
σ2 =(σ21 + σ
2
2 − 2ρσ1σ2)s2 − 2σ1(σ1 − ρσ2)s+ σ21
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Caso −1 < ρ < 1
Le equazioni parametriche del valore atteso e del rischio sono{








ponendo come prima w2 = s, w1 = 1− s abbiamo{
µ =(µ2 − µ1)s+ µ1
σ2 =(σ21 + σ
2
2 − 2ρσ1σ2)s2 − 2σ1(σ1 − ρσ2)s+ σ21
ρ < 1 =⇒ σ21 + σ22 − 2ρσ1σ2 = (σ1 − σ2)2 + 2σ1σ2(1 − ρ) > 0




Anche in questo caso minimizziamo il rischio. Supponiamo come al
solito che 0 < σ1 ≤ σ2. Derivando rispetto ad s il rischio σ2 troviamo
d
ds
(σ2) = 2(σ21 + σ
2
2 − 2ρσ1σ2)s− 2σ1(σ1 − ρσ2)
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d
ds
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Anche in questo caso minimizziamo il rischio. Supponiamo come al
solito che 0 < σ1 ≤ σ2. Derivando rispetto ad s il rischio σ2 troviamo
d
ds
(σ2) = 2(σ21 + σ
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Ricordiamo che non ci sono posizioni short se e solo se smin ∈ [0, 1]




Riassumiamo la situazione (Teorema 2 pag 51 e 52 del Roman)
Teorema
Supponiamo 0 < σ1 ≤ σ2 e sia ρ = ρ1,2 il coefficiente di correlazione. Supponiamo

















1) Se ρ = 1 e σ1 = σ2 tutti i pesi conducono allo stesso mimino rischio σmin = σ1 = σ2
2) La condizione −1 ≤ ρ < σ1
σ2
equivale a 0 < smin < 1 e in tale situazione il minimo
rischio e` conseguito senza posizioni short di vendita. Inoltre
σ2min < min{σ1, σ2}
Poi σ2min = 0 ⇐⇒ ρ = −1
3) La condizione ρ =
σ1
σ2
(fatto salvo il caso ρ = 1, σ1 = σ2) e` equivalente a smin = 0






< ρ ≤ 1 e` equivalente a smin < 0 e` quindi necessaria una
posizione short di vendita del titolo a2 per minimizzare il rischio. Inoltre
σ2min < min{σ1, σ2}
Poi σ2min = 0 ⇐⇒ ρ = 1
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Portafoglio a n titoli
Consideriamo il caso in cui in portafoglio ci sia un generico numero n
di diversi titoli. Usiamo il calcolo matriciale.
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Matrice (vettore riga 1× n) unitaria
O = (1 · · · 1)
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Portafoglio a n titoli
Consideriamo il caso in cui in portafoglio ci sia un generico numero n
di diversi titoli. Usiamo il calcolo matriciale.
Matrice (vettore riga 1× n) dei pesi di portafoglio
W = (w1w2 · · · wn)
Matrice (vettore riga 1× n) unitaria
O = (1 · · · 1)
w1 + · · ·+ wn = 1 ⇐⇒ O ·W t = 1
W t denota la trasposizione matriciale: e` un vettore riga 1× n
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M = (µ1 µ2 · · · µn)
e` la matrice dei rendimenti attesi
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M = (µ1 µ2 · · · µn)
e` la matrice dei rendimenti attesi
C = (cij) ove cij = Cov(Ri, Rj)
e` la matrice (quadrata di ordine n) delle covarianze.
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M = (µ1 µ2 · · · µn)
e` la matrice dei rendimenti attesi
C = (cij) ove cij = Cov(Ri, Rj)
e` la matrice (quadrata di ordine n) delle covarianze. Gli elementi della
diagonale principale di C sono le varianze dei titoli cii = σ
2
i .
C e` una matrice simmetrica cij = cji che assumiamo essere defini-
ta positiva vale a dire tale che tutti i determinanti dei minori di
Nord-Ovest sono positivi (criterio di Sylvester). Equivalentemente
per ogni matrice riga non nulla X = (x1 · · ·xn) si ha X · C ·X t > 0.
In conseguenza di questa ipotesi C e` invertibile
29/31 Pi?
22333ML232
Il rendimento atteso e` espresso in forma matriciale da
µ = M ·W t = µ1w1 + · · ·+ µnwn (re)
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Il rendimento atteso e` espresso in forma matriciale da
µ = M ·W t = µ1w1 + · · ·+ µnwn (re)
Il rischio a sua volta e`








Il “proiettile” di Markowitz
Vediamo in modo qualitativo che relazioni ci sono fra le possibili scelte
del vettore dei pesi W = (w1 · · ·wn) e i corrispondenti punti rischio-
rendimento (σ, µ) definiti dalle formule (ri) e (re). Siccome la somma
dei pesi dei titoli uguaglia 1 il vettore dei pesi W giace nell’iperpiano
di equazione
w1 + · · ·+ wn = 1
Consideriamo la funzione f che manda ogni vettore W dell’iperpiano
dei pesi nella coppia (σ, µ) rischio-rendimento atteso del portafoglio
corrispondente, con σ e µ definite da (ri) e da (re)
f(w1, . . . , wn) = (σ, µ)
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Regione dello spazio (σ, µ) al variare di W nell’iperpiano dei pesi
2. Portfolio Management and the Capital Asset Pricing Model 53
Note that  is the variance of . It can be shown, although we ~ 9Á 

will not do it here, that the matrix  is  (that is, ) and* * ~ *symmetric !
positive semidefinite, which means that for any matrix ( ~ ² ÁÃ Á  ³ 
we have . We shall also assume that  is invertible, which in(*(   *!
this case implies that  is , that is, for any matrix* positive definite
( ~ ² ÁÃ Á  ³ (*(    ! we have .
The expected return can now be written as a matrix product
  ~ 4> ~ $ bÄb $!    
and the risk can be written as
 !    Á  
Á~

~ ²$ 9 bÄb$ 9 ³ ~  $ $ ~ >*>Var 
The Markowitz Bullet
Let us examine the relationship between the weights > ~ ²$ ÁÃ Á$ ³ 
of a portfolio and the corresponding risk-expected return point  for² Á ³ 
that portfolio, given by the equations above. Note that we are now
referring to risk in the form of the standard deviation .
Figure 5 describes the situation is some detail for a portfolio with three
assets and this will provide some geometric intuition for the multi-asset
case in general. (We will define the terms  andMarkowitz bullet


















Figure 5: The Markowitz bullet
The left-hand portion of Figure 5 shows the -dimensional space in
which the weight vectors  reside. (In Figure 5 we have²$ ÁÃ Á$ ³ 
 ~   of course.) Since the sum of the weights must equal , the weight
La regione di Markovitz e` il luogo di punti del piano (σ, µ) delimitati dalla curva
(σ, µ) = (
√
a+ bµ+ cµ2, µ)
